En el concurs internacional obert a Stockholm, en 1889,
pel rei de Suécia, Poincaré obtingué el premi per sa cé-
lebre memoria: Sur le probléme des trois corps et les équa-
tions de la Dynamique.

(Hom sap que, al costat de la memoria de Poincaré,
es concedi una recompensa a la memoria d’Appell; de ma-
nera que el concurs es resolgué a gloria de la Ciéncia fran-
cesa.)

La memoria Sur le probiéme des trois corps... és la
continuaci6 de les quatre memories Sur les courbes défi-
nies par une équation différentielle, i ve seguida de la gran
obra Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste. Es
ben efectivament una renovacié dels métodes de la Meca-
nica del cel. Desgraciadament, aquest perfeccionament
dels métodes posa en evidéncia l'extrema dificultat del
problema, la soluci6 del qual sembla aixi allunyar-se a
mesura que més podem apropar-nos-hi.

Es alli que, finint la primera via de qué haviem par-
lat, Poincaré demostra que no solament, ultra les deu
integrals algébriques conegudes de les equacions dels tres
cossos, no n’hi ha d’altres (¢o que ja havia estat demos-
trat per Bruns), sind, demés, que no hi ha altres integrals
uniformes, estudiant el desenrotllament que hauria de
tenir una tal integral (cal, per a aixo, saber calcular els
termes d’ordre tan elevat com hom vulgui de la funcié
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pertorbadora, cosa que ha fet Poincaré seguint un ana-
lisi els primers elements del qual sén deguts a Darboux).
Aquesta conseqiiéncia es troba també a posteriori com
a resultat de la discussio de les trajectories.

Es, en raonar sobre aquestes, en fer-se carrec de la
disposicié de les corbes, de llur manera d’enrotllar-se, de
tallar-se, etc., que hom pot veure com hauria estat debades
el cercar solucions en el sentit classic.

La sola existéncia de les solucions asimptétiques n’és
una prova. Pero, demés, entre aquestes solucions n’hi ha,
efectivament, de doblement asimptotiques, que, després
d’haver-se allunyat d'una soluci6 periodica a la qual
eren asimptotiques per a f=—c, hi tornen per {=cc.
Ara bé: T'ordre segons el qual hom pot imaginar-les
tracades respectivament en superficies 4 i B queda can-
viat d’'una manera extremadament complicada en el cas
de doble asimptotisme. Cada una de les superficies en
qiiestio6 no es talla mai a ella mateixa, perd és tallada
per laltra una infinitat de vegades, de manera que
entre dues qualssevulla d’aquestes interseccions n’hi
hagi una infinitat d’altres. Aci, com en moltes altres cir-
cumstancies, els resultats de Poincaré, estan en els limits
no solament de ¢o que hom pot demostrar, siné de ¢o que
hom pot imagifiar o concebre. Diguem aqui, amb Poincaré,
que ells sén la prova de la complexitat del problema dels
tres cossos i de la impossibilitat de resoldre’l amb els ins-
truments usuals de 1’Analisi.

No menys desencoratjant és la conclusié establerta per
Poincaré relativament a les séries trigonométriques, per
les quals hom intenta, amb els meétodes comuns, de repre-
sentar les solucions, i aix6 des del comengament de sa
obra (t. I del Bulletin Astronomique). Ja hem trobat
aquestes series en parlar del métode de Lindstedt. La
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qiiesti6 principal, des del punt de vista del gran problema
qualitatiu de l'estabilitat del sistema solar, és la de saber
si la quantitat aixi representada resta finita per a totes
les valors del temps.

Hom havia considerat com a evident (pel fet que
cos g, 1 sin gt estan sempre entre —1I i 4 1I) que aixo es
compleix, certament, per la suma de la série

XA, cosd,t+ B, sin a,t

des del moment que aquesta série es convergent, qualsevol
que sigui ¢ Es aquesta conclusi6 (insuficient per se per a
resoldre la qiiesti6, car ja hem vist que aquella conver-
géncia és molt dubtosa en el cas de la Mecanica del cel)
que Poincaré demostra ésser inexacta, fins i tot si hom
suposa la convergeéncia absoluta.

Es ben certa per a la série dels cossinus, que llavors
resta sempre inferior a E]A,,|; perd passa ben altrament
en la série dels sinus si (com s'esdevé en realitat) els
coeficients, a,, 0 alguns d’entre ells, tendeixen vers zero.

Els termes d'una série tal com

4
2" sin —

<3

per a valors de # molt grans, equivalen a

@)

Es a dir que hi ha convergéncia (i convergéncia abso-
luta) per a tota valor finita de #; perd aquesta convergen-
cia és tant més lenta com més gran és ¢: no €s uniforme.

Per a la série aixi formada, Poincaré demostra que
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no pot ésser limitada quan ¢ augmenta indefinidament; i
aix6 passa quan els coeficients B, no sén limitats. Aquests
coeficients B, s’expressen, efectivament, mitjancant les
valors de la série considerada

ft)=X4, cos a,t + B, sin a,t

amb promedis, absolutament com per a les séries de
Fourier ordinaries, llevat que els promedis, en lloc d’ésser
presos per a un periode (el qual aqui no existeix), son
presos per a un interval de temps infinit, és a dir,
I 4T
B,=lim — f(¢) sin axtdt.
T = o7

No és, doncs, possible que |f(#) | sigui sempre inferior
a un nombre fixe M, si tal cosa no s’efectua per a =£.
2

En particular, Poincaré demostra ficilment, amb
exemples, que els coeficients de les séries de Lindstedt,
1, en conseqiiencia, aquestes séries, poden no ésser li-
mitats.

Som aixi portats a estudiar la qiiesti6 de l'estabilitat
1, primerament, a distingir, amb Poincaré, els distints
sentits que hom pot donar a aquest mot. El primer que
es presenta €s el de Laplace, qui havia demostrat fins als
termes de primer ordre que els grans eixos (per exemple)
de les 6rbites planetaries no seran mai molt diferents del
que sén ara. Pero cal distingir altres espécies d’estabi-
litat.

Quan Poisson demostra que l'estabilitat era també
certa en tenir en compte els termes de segon ordre, el mot
ja no tenia el mateix sentit que per a Laplace. No signi-
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ficava que el sistema solar no podia allunyar-se enorme-
ment de son estat actual, sin6 solament que retornaria a
apropar-s’hi molt, i aixé una infinitat de vegades.

Encara podem distingir-ne un altra espécie. Es la que
hom pot anomenar estabilitat a la Liapounoff. Correspon
a les 6rbites infinitament proximes a una trajectoria de-
terminada qualsevulla: hom tracta de saber si, per una
petita pertorbaci6, les orbites que s’obtenen s’allunyen
sempre, a mesura que augmenta el temps, de la solucié
fonamental, o si, al contrari, quedaran sempre poc dife-
rents.

L’estabilitat a la Liapounoff és I'inica de totes tres
que generalitza al moviment la noci6 d’estabilitat de I'equi-
libri, car tot equilibri (estable o no) és evidentment estable
a la Laplace o a la Poisson. En aquest sentit, el cas limit
de I'equilibri seria d'una estabilitat a la Poisson, fins i tot
si fos inestable; i no posseiria l'estabilitat a la Liapounoff
sin6 en cas de posseir demés, I'estabilitat d’equilibri, tal
com ha estat formulada per Lagrange i Dirichlet.

L’estabilitat a la Liapounoff va estretament lligada a
les solucions de les equacions a les variacions, de confor-
mitat amb ¢o que hem vist en la darrera conferéncia, més
especialment, dels exponents caracteristics.

La qiiesti6 de lestabilitat a la Poisson donara a la
teoria dels invariants integrals ocasi per a un dels seus
més bells triomfs. Si hom suposa un invariant integral,
tal com el volum o un altre invariant integral del mateix
ordre (&s, ja ho sabem, el cas de les equacions de la Dina-
mica), i si, estés a la multiplicitat que el mobil pot des-
criure, aquest invariant integral és finit (co que hom pot
sovint demostrar tenint esment del teorema de les forces
vives), hi ha estabilitat a la Poisson, o, almenys, les solu-
cions que no tenen estabilitat a la Poisson formen un
conjunt de mesura nul'la, o (co que és el mateix) la pro-
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babilitat d'una d’aquestes trajectories és infinitament
petita.

La demostraci6 és de remarcable simplicitat. Sigui V
el volum total (valor total de l'invariant integral); sigui v
un volum molt petit arbitrari en V. Poden haver-hi tra-
jectories que, sortint de v, ja no hi tornin més: sigui v’ el
volum que formen a l'interior de v llurs punts de partida.
Al cap del temps T (escollit a priori tan gran com hom
vulgui) i dels temps 27, 37, ..., kT, miltiples d’aquell,
v” haura esdevingut v’ , ..., v; 1 tots aquests nous volums
(equivalents entre ells, car hi ha invariant integral) no
haurien de tenir punts comuns uns amb altres, puix tots
son més petits que V, és a dir, tan petits com vulguem.
Aixo és la conclusi6 demanada (¥).

Tornem a les solucions periédiques. Demostrada llur
importancia, hem d’arribar a trobar aquestes solucions.

Vejam com procedeix Poincaré.

Essent les masses pertorbadores molt petites, sigui g
un cert parametre que aquestes masses contenen en factor.
Per a p—o tindrem solucions conegudes: seran, per exem-
ple, elipses de Kepler, és a dir, solucions periodiques.
Hom pregunta quines han d’ésser les valors inicials perqué
existeixi una solucié periodica per a valors molt petites,
perd no nul'les, de p.

Poincaré ha demostrat, pel métode de les majorants,
I'existéncia de la solucié en el cas de les equacions generals

dy

=0
e

d._x
X

(*) Jo he demostrat, en la meva memoria del Jowrnal de Math. de 1897,
que, perqué sigui exactament equivalent a l'estabilitat de Poisson, el raona-
ment hauria d’ésser una mica perfeccionat; cosa que es fa, altrament, sense
dificultat.
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essent les X, Y ,Z, ... funcions periddiques del mateix pe-
riode T de . Co que cal és expressar les x,y,%, ... en
funcié de les constants arbitraries i de ..

Si hom fa variar aquestes, les noves x seran desenrot-
lables en funcié de les variacions p;, atribuides a les cons-
tants, 1 de .. Podrem, doncs, determinar aquestes varia-
cions @; en funci6 de y, expressant que les x sén periodi-
ques mentre el determinant funcional de les # equacions
que hom troba sigui diferent de zero (condici6 que pot
també expressar-se mitjancant els exponents caracteristics,
abans introduits, dient que cap d’ells ha d’ésser nul o ml-
tiple de E)

1

Aquest determinant pot, primerament, ésser nul
perqué les equacions poden no ésser totes independents,
per exemple si hom coneix una integral F= const. per
a tota valor del temps. Pero en aquest primer cas hom pot
pendre la valor d’aquesta constant com a parametre in-
dependent, de manera que la relaci6 F= const. (o, millor,
la variaci6 de F igualada a una constant) substitueix una
de les equacions.

Una de les equacions que expressa la periodicitat és,
llavors, una conseqiiéncia de les altres (i el mateix per a
2,3, ... ¢ d’aquestes equacions si existeixen 2,3, ... ¢
integrals uniformes conegudes).

Existeix, en aquest cas, una infinitat de solucions pe-
riddiques dependents d’una constant arbitraria i per a p
bastant petit. El periode d’aquestas funcions és el mateix
queelde X,Y, ...

Aixo és, precisament, ¢o que ocorre quan les equacions
prenen la forma candnica de les equacions de la Dina-
mica.

dx, ~ 9F dy; oF

dt dy; dt dxs

“




Publicacions de I Institut de Ciéncies

F és una funcié de x,,...; y,,..., 1 u; desenrotllable
segons les potencies de p.:

F:Fo —["I“rp.'+

essent I, una funcié de les x; i funci6 periddica dels para-
metres y;, de la qual coneixem la integral F= const.

Al contrari, hi ha una dificultat, degut que # no figuri
explicitament en F; i és que, si hom canvia I'origen dels
temps, res sera alterat en les férmules. D’aqui que, si
existeix una solucié periddica, n’existird una infinitat
formant una succesié continua. D’aixd resulta que el de-
terminant funcional ja no és diferent de zero: co que €s
semblant al cas en qué tres superficies no es tallen en un
punt, siné segons una corba; tallant-se llavors els plans
tangents necessiriament en wuna mateixa recta. Per
aixo cal cercar no solucions de periodes no iguals a la
primitiva, siné lleugerament diferents, i que hom pren
com a nova incognita. Si per a p=o existeix en aquest
cas una solucié de periode 7, hom pot, per cada valor de
la integral F = const., afirmar que, per a p bastant petit,
hi haurd també una integral periddica de periode, en ge-
neral, diferent de 7.

Pero, després d’haver aixi ensenyat a evitar la difi-
cultat que resulta de la preséncia d’una infinitat de solu-
cions periodiques per a y=o i del determinant funcio-
nal nul, Poincaré ens ensenyara a abordar-la.

Considerem les constants arbitraries i w com a coor-
denades d’'una varietat de m+ 1 dimensions. Les valors
que donen solucions periodiques estaran situades segons
una corba, per a p=o0, per exemple; si w20, sobre altres
corbes; 1 aixi succesivament. En tots els punts d’'una
qualsevulla d’aquestes corbes, les valors de les m—1
constants inicials, per exemple, estaran perfectament de-
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terminades, si un cert determinant funcional no és nul.

iOué és ¢o que s’esdevé quan aquest determinant
s’anul-la?

La qiiesti6 és saber si la corba ¢ en qgiiestié tindra un
pumt multiple.

Vejam, primer, queé passa en una corba F (x,y)=o en el
pla quan hom ha trobat un punt (x,,y,) per al qual

¢o que vol dir tangent vertical, en general. Pero suposem,

1%, que existeix una primera branca de corba que satisfa

a l'equacié, que passa pel punt considerat i que déna

per cada valor de x una valor de y, a una i altra banda
oF

oy

d’aquest punt; 2", que

s’anul'la canviant de signe:

llavors, necessiriament, una segona branca vindra a
tallar la primera en aquest punt.

Es un dels célebres punts de bifurcacié que Poincaré
retroba en altres estudis de Mecanica del cel, particular-
ment en les figures ellipsoidals de Jacobi, a les quals
vénen a confluir les figures piriformes inestables descober-
tes per Poincaré.

El problema dels tres cossos admet una infinitat de
solucions periddiques per a p. petit.

Una aplicaci6 dels meétodes precedents en circuns ~
tincies un xic diferents es presenta per als sistemes (no
és el cas del sistema solar) que admeten posicions d’equili-
bri, és a dir, si totes les X,Y,Z, ... s'anul'len per a
¥, =%,= ... =%,=0 qualsevulla que sigui g, i no entrant
explicitament el temps en les X, Y, Z.

Hi ha llavors solucions periddiques de periode o,
poc diferent de zero, per a p.=o. Cal, per a aixd, que

6
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totes les arrels d’una certa equacié analoga a I'equaci6
en s siguin imaginaries pures; ¢o que déna

2kim

Les equacions no contenen / explicitament; doncs,
si existeix una soluci6 periddica n’existird una infinitat,

Encara hi ha quelcom més. Reprenguem la nostra so-
luci6 periddica inicial (per a w=o0) de periode T: per a
admetre el periode 7, ha d’admetre el periode kT, qual-
sevulla que sigui el nombre enter k.

Fins aqui hem cercat (per a p.5%0) solucions que ad-
meten un periode igual a 7 o proxim a 7. Podem ésser
menys exigents 1 demanar solament que tinguin el periode
kT o proxim a kT. Tota una série de noves solucions
apareixeran aixi. Aqui es manifesta igualment la impor-
tancia de la nocid, precedentment introduida per Poincaré,
dels punts miltiples de la corba &. Uns tals punts mil-
tiples podien, precedentment, presentar-se cada vegada

21T

que un exponent -caracteristic fos muiltiple de

aquesta vegada aix0 ocorrera quan un exponent serd
g 217 2 -

miultiple de T Com que aquests multiples poden ésser

molt poc diferents els uns dels altres per a % gran, els
punts multiples (I'existéncia dels quals estableix Poincaré,
invocant els invariants integrals) sén en nombre infinita-
ment creixent, i les branques de la corba & formaran
una xarxa infinitament espessa, distribuida com ho sén
els nombres commensurables en la successié dels nombres.
Hom té aixi una série indefinidament complicada de sis-
temes de solucions periddiques, la periodicitat de les
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quals és, en certa manera, cada vegada més feble, car
es manifesta amb finals més i més llunyans.

Es facil compendre que un tal resultat il'lumina amb
nova claror els precedents i obra noves perspectives.
Hem vist com Poincaré refereix a les solucions periodi-
ques totes aquelles que en son suficientment veines.

Doncs ara veiem que les solucions periddiques s'aprc-
pen les unes a les altres, d'una manera infinitament
densa. ;No és possible, aixi, acostar-se a qualsevulla
trajectoria (mentre sigui estable) almenys durant un temps
molt llarg?

Un tal resultat equivaldria, en un sentit, a la inte-
graci6 completa del sistema diferencial, car permetria
una representaci6 aproximada de qualsevulla solucié.

Les coses passen de tal faisé en alguns problemes de
la Dinamica: aixd és ¢o que jo he constatat per a les
geodésiques de les superficies de curvatures oposades.
Entre les geodésiques de tal superficie n’hi ha una infini-
tat que se’n van a l'infinit; pero les altres es deixen apro-
par, com acabem de dir.

En ¢o que pertoca al cas general, un treball de Birk-
hoff, tot i modificant aquest punt de vista primitiu de
Poincaré, en demostra ben bé la fecunditat: solament que
ja no sén moviments periddics els que Birkhoff pren com
a moviments d’aproximaci6, siné altres moviments més
generals (moviments recurrents), dels quals, la definici6,
més delicada, ens portaria massa lluny.

Un examen superficial podria fer-nos creure que hem
exhaurit aixi totes les solucions periédiques del problema
de la Mecanica del cel corresponents a les valors suficient-
ment petites de ., o almenys totes aquelles que formen
séries continues. Sabem, efectivament, que tota série de
tal espécie ha de donar, en el limit, per a p=o0, una so-
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lucié periodica del problema primitiu, que és aquell en
queé no es tenen en compte les pertorbacions.

Ara bé: sembla que hem passat revista a totes les
solucions d'aquest problema primitiu, i que ha d’ésser
suficient, en conseqiiencia, cercar les que sén veines d’aque-
lles per a p proxim a zero.

Pero, en tota circumstancia, I'obra de Poincaré ens de-
mostra amb quines dificultats d’'un génere molt particu-
lar hom s’entrebanca quan, en qiiestions encara tan mis-
terioses per a nostra intel'ligéncia com aquelles a qué ell
es dedica, hom cerca a predir la solucié per 'estudi dels
casos particulars que ja es saben tractar. La simplificaci6
es compra al preu d'una deformaci6, on pot succeir que
tots els fenomens esdevinguin desconeguts. Som obligats
a acceptar l'article (el cas de les corbes definides per una
equacié diferencial del primer ordre és I'tnic on Poincaré
hagi pogut operar altrament) des del moment que, fora
d’ell, estariem condemnats a l'obscuritat absoluta; pero
havem de comptar amb les trampes a qué ens exposa.
Respecte a aquest punt, cap lectura és tan instructiva
com la dels dltims paragrafs de la Mémorie sur le pro-
bléme des trois corps, o el capitol corresponent dels Mé-
thodes nouvelles de la Mécanique céleste.

Una cosa fa suspecta, aqui, la conclusié provisional
a que hem arribat fa un moment. Entre els parimetres
dels quals depén l'estat del sistema, un cert nombre (les
anomalies dels planetes en llurs orbites osculatrius o les
longituds dels perihelis o dels nodes d’aquestes orbites)
s6n angulars. Per tant, ja no seria necessari per a la pe-
riodicitat que aquests parametres tornessin a llurs valors
primitives al cap del periode T és suficient que cadascun
d’ells (o, millor, cada una de llurs diferéncies mitues)
hagi augmentat de 2%r, essent % un enter qualsevol. Pero,
en ¢o que pertoca a alguns d’entre ells (les longituds tl-
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timament mencionades), aquest enter £ té sempre la valor
zero quan hom tracta del moviment kepleria sense per-
torbaci6. La mateixa cosa passa a fortiori per a totes les
solucions periodiques, l'existéncia de les quals ha estat
fins ara establerta per a p. proxim a zero; car k& no pot
passar, sense discontinuitat, de zero a una valor entera
no nulla.

No obstant, I'abséncia, per a p diferent de zero, de
solucions periodiques en les quals els enters % siguin
qualssevulla, ens apareix, no solament com a molt poc
probable, sin6 com a completament absurda quan hom
veu que l'anul'laci6 dels enters % és una conseqiiencia de
les propietats ben particulars del problema considerat,
i ja no es compliria si es substituia per un altre problema
de Dinamica infinitament proxim.

Cal, doncs, que existeixin altres sistemas de solucions
periodiques que, per a p.=o, degeneren en corbes limits
distintes d’aquelles de qué havem parlat fins aqui. Aixo
és el que passa realment. Poincaré n’assenyala per primera
vegada la rad en la conclusié de la Mémoire sur le probleme
des trois corps.

«Si p=o0, és que les masses dels dos planetes sén in-
finitament petites i que no poden actuar l'una sobre I'al-
tra d’'una manera sensible, posat que no estiguin a una
distancia infinitament petita 1'un de I'altre. Pero, si aquests
planetes passen infinitament a la vora I'un de T'altre, llurs
orbites seran bruscament modificades com si haguessin
xocat. Hom pot disposar de les condicions inicials de
manera que aquests xocs es produeixin periddicament,
i hom obté aixi solucions discontinues que son veritables
solucions periodiques del moviment kepleria i que tenim
dret a deixar de banda.»

Entorn d’aquestes corbes, compostes cada una de di-
verses el'lipses keplerianes i que presenten punts angu-
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losos, s’agrupen les noves solucions periddiques, ano-
menades de segona espécie, que Poincaré examina d’una
manera soma en Les Méthodes nouvelles, per raé de llur
poca analogia amb les orbites observades, peré que, com
hom veu, no s6n menys d'un alt interés analitic i I'estudi
de les quals no estd sense relaci6 amb les recerques de
Levi Civita, Bisconcini i Sundman.

Pero (cal no oblidar-ho): tot aixd ens informa de les
solucions periddiques no més per a les petites valors
de p, i aixo mateix (tal com s’esdevé, generalment, en
casos semblants) sense que sapiguem exactament en quin
domini de variacions de p aquestes consideracions sén
valides, ni, en conseqiiencia (altrament que a titol de sim-
ple presumpci6), si s’apliquen a les masses realment exis-
tents dels planetes. ;Podem posar en evidéncia solucions
periodiques fins per a g no molt petit?

Es aquest problema de la recerca de les orbites perio-
diques per a valors qualssevulla, i no molt petites, de p,
que ha preocupat Poincaré fins a sa darrera hora. Ha de-
mostrat que per a resoldre’l n’hi hauria prou amb saber
demostrar un teorema relatiu a tota transformacié pun-
tual biunivoca i continua que, conservant les arees, trans-
forma en ella mateixa una corona circular, deixant els
contorns, I'un interior a l'altre, fent avencar en un sentit
els punts d'un contorn i en sentit contrari els del contorn
oposat. El teorema diu que existeix un punt que no és
alterat per la transformaci6. (El teorema de Kronecker
permet afirmar que n’existeix un nombre parell.)

Poincaré parla aixi en sa tltima memoria dels Ren-
diconti (1912):

«Mai he presentat al public un treball tan inacabat...

Sembla que, en aquestes condicions, hauria d’abste-
nir-me de- tota publicaci6 fins que hagués resolt la qiies-
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ti6...: aixo estaria molt bé si jo estigués segur de poder
reprende-la un dia; perd, a la meva edat, no puc respon-
dre’n.»

Efectivament, aquests tristos pressentiments havien
de realitzar-se. Quan aquesta memoria es publicd, Poin-
caré ja era mort.

Aquest teorema ha estat demostrat poc després per
un geometra america, Mr. Birkhoff.




